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  درآمد. ١

ه هندسة اقليدسي حقيقت محض و بي                           ود آ باور مردم از زمان یونانيان باستان تا قرن نوزدهم این ب

ه مي آاستآاستي  ل توجي ه طور آام ادي را ب ه فضاي م اد د. دن آ ي آانت اعتق ه هندسة حت اشت آ

ه اولا              د آ وزدهم نشان دادن رن ن ان ق ا هندسه دان  هندسة  "اقليدسي ذاتي ساختار ذهن انسان است ام

 ثانيا این آه هندسه فضاي مادي اقليدسي یا نااقليدسي است، امري    ،اقليدسي تنها هندسة ممكن نيست    

ا هندسة اقليدس      و   تجربي است آه خارج از حيطة ریاضيات محض مي باشد              ر       ثالث ي سازگار است اگ

 به یك نسبت درستند     ” وفقط اگر هندسة نااقليدسي سازگار باشد یعني این دو هندسه به بياني نادقيق

ة نسبت عام انيشتين اشاره                             ”   ذلولوي در نظری اربرد هندسه ه ه آ وان ب در تایيد این موضوع مي ت

 .آرد

  :آند  نظریة نسبت عام انيشتين بيان مي

 .شود يير شكل فضا ميماده وانرژي باعث تغ .١

 .گذارد تغييرات شكل فضا بر حرآت ماده و انرژي تاثير مي .٢

دگي مي      بسياري از آيهان شناسان معاصر احساس مي ه    آنند آه ما در یك جهان سه بعدي زن يم آ آن

ا        هيچكس نمي. به بعد چهارم خميده شده است د اطراف م ن بع د گرچه ای تواند به بعد چهارم اشاره آن

ه است   را فرا گر   ایين، راست، درون،                         . فت د پ ارف مانن ة جهات متع ا هم اوت ب د متف ارم، یك بع د چه بع

ه مفهومي درست است     . بعضي از مردم زمان را بعد چهارم مي پندارند   . است... برون و  . این مطلب ب

د در نظر        . مورد نظر ما نيست”راستاي متفاوت”با این حال، زمان، آن       وان یك بع ه عن ان را ب ر زم اگ

دگي مي     -يریم، باید بگویيم آه ما در یك فضابگ ده شده است زن   زمان چهاربعدي آه به بعد پنجم خمي

  پس آن راستاي متفاوت آجاست؟ . آنيم

ا مشكل است      راي م ه سرزمين        . تصور فضاي چهاربعدي ب اني موسوم ب راي درك این وضعيت، جه ب

اد  (مسطح   وت      را توصيف مي  ) تخت آب ن اب ه توسط ادوی يم آ  ١٨٨٤ درسال  (Edwin Abbott)آن

ر در آورده شده است  ه رشتة تحری ام ب ين ن ا هم ابي ب يلادي در آت دي است و . م ن سرزمين دو بع ای



ع ،       د مثلث ، مرب اتي دوبعدي مانن ا حرآت در یك سطح تخت و         مي .... ساآنين آن مخلوق ه ب باشند آ

  . شوند تماس با هم از وجود یكدیگر مطلع مي

ك   اي ی تان روي ماجراه ت  داس ده اس ز ش وم متمرآ د س ع و درك وي از بع رفتن  . مرب ر گ ا در نظ ب

ر      مشكلاتي آه این مربع براي درك بعد سوم روبرو شد مي ان را بهت ارم خودم د چه توانيم مشكلات بع

  . دریابيم

دگي مي     د   داستان با این مطلب آه مربع و همسرش با خيال راحت در محيط بستة دوبعدي خود زن آنن

ره       گهان صدایي از ناآجاآباد آنها را مورد خطاب قرار مينا. شود شروع مي د دای ه بع د دقيق د و چن ده

ه           . شود  اي در محدودة منزل آنها ظاهر مي   د سوم ب اد دادن بع راي ی ه ب ره اي است آ ع این آ در واق

  :مربع نازل شده است

ره         ” ه من دای ره هستم ، شما ب ه آ د   مي من یك شكل مسطح نيستم بلكه یك جسم صلب موسوم ب گویي

ه روي     تم آ اوت هس اي متف دازه ه ره از ان ماري دای داد بيش ه تع تم، بلك ره نيس ك دای ت ی ي در حقيق ول

ره اي مي     وقتي آه سطح تخت شما را قطع مي  . یكدیگر قرار گرفته اند ان دای نم ، هم ه شما     آ شوم آ

د ب               . الان با آن مواجهيد    اد معرفي آن ره        براي این آه آره خودش را به اهالي تخت آب د خودش را  دای ای

  ”...بنامد و

ده در فضاي سه بعدي                        د شكل    (لازم نيست آه تخت آباد مسطح باشد بلكه مي توان یك سطح خمي مانن

رار دارد                         . باشد  ) مقابل   ه روي آن ق ام اشيایي آ اد و تم الي تخت آب در این صورت این فضا ، براي اه

  .مانند یك سطح دو بعدي تخت است 

  

 هاي نااقليدسيتاریخچة هندسه . ٢

ر درآورد         ٣٠٠در حدود   ه رشتة تحری اب اصول خود را ب يلاد اقليدس آت ل از م اب یكي از    .  قب این آت

ل فن          .باشد  مشهورترین آتب نوشته شده مي رون وسطي و پس از تكمي ه شده است در اواخر ق  گفت

  . چاپ توسط گوتنبرگ این آتاب پرتيراژ ترین آتاب پس از انجيل بوده است 

ان خود                       اقليد ا زم س بر اساس پنج اصل موضوع و تعدادي اصطلاح اوليه تمام هندسة شناخته شده ت

رد                   ابش ذآرآ ه روش اصل موضوعي در آت نجم   . را به صورت دستگاهمند و ب وازي    (اصل پ  ) اصل ت

ر از دو قائمه باشد                            "آه مي گوید     ي آمت اي داخل ه مجموع زوای د آ ان قطع آن اگر خطي دو خط را چن

با چهار اصل دیگر متفاوت بود زیرا این اصل    "خط همدیگر را در همان طرف قطع مي آنند آنگاه دو   

ود            . بر خلاف چهار اصل دیگر سرشتي تجربي نداشت        اه ب ن موضوع آگ به نظر مي رسد اقليدس از ای

  .استفاده نكرد) با وجود آن آه مي توانست( گزاره اول از اصل پنجم ٢٨چرا آه در اثبات 



دس ح   ار اقلي دا         ٢٠٠٠دود آ ار او پي اي آ دریج ایراده ه ت ي ب ود ول ازع ب لا من ه ب ا هندس ال تنه  س

ر خطي                  .شد ه اگ ن آ ود مثلا ای رده ب ار ب مطالبي آه جزء اصول نبودند و اقليدس آنها را بدون اثبات بك

د            د بری ز خواه ين   .یكي از اضلاع مثلث را در نقطه اي ببرد، لااقل یكي از دو ضلع دیگر را ني او همچن

ا         ” در یك طرف خط واقعند    Qو  Pدو نقطه   ” عضي عبارات مانند این آه      ب ات تساوي مثلثه را آه در اثب

ر                              ه چه لزومي دارد اشكال در اث ه این مطلب نپرداخت آ ه خصوص ب رد و ب بكار برده بود تعریف نك

  .حرآت تغيير شكل و تغيير اندازه ندهند

ات         ار اصل اول انجام        در طول تاریخ ریاضيات، تلاشهاي بسياري براي اثب ر اساس چه وازي ب  اصل ت

ه هندسه هاي نااقليدسي             گرفته است آه گرچه هيچ یك قابل قبول نيست ولي توسط آنها راه دستيابي ب

  .هموار شد

روآلس، خواجه نصير                       وان از پ د ميت از افرادي آه به اثبات اصل پنجم از سایر اصول همت گماشته ان

ات  " اساساآنها . ، لامبرت و واليس نام برد   الدین طوسي، خيام، لژاندر، ساآري     البي  خود  در اثب از مط

  :معادل اصل پنجم استفاده آردند

يلادي٤١٠ -٤٨٥ ((Proclus)پروآلوس) ١ ه در آن تلاشهاي )  م اب اصول نوشت آ ر آت شرحي ب

رار داد                   ار اصل دیگر را مورد بررسي ق ر اساس چه نجم ب ات اصل پ  .انجام شده تا آن زمان براي اثب

ولمي  ه مي     (Ptolemy)وي ضمن نشان دادن اشتباه برهان پت اتي اشتباه ارائ د  ، خود اثب در عين  . ده

ود نيست                  "حال وي گزاره   دام عم ه  " هر خط یا برهمة خطوط موازي عمود است یا بر هيچ آ  هم   را آ

نجم است  اصل پلي فير. موسوم شد را ارائه داد    (Playfair)ارز با اصل پلي فير     ان   ب آه معادل اصل پ ي

  :مي آند 

ط                          ”  وازي آن خ ط م ك خ ط ی ك و فق ده، ی ط داده ش ك خ ارج ی ع در خ روض واق ة مف ك نقط از ی

  ”.مي گذرد

ه  ١٧٩٥نام پلي فير از جان پلي فيرآه براي اولين بار در     (   در آتابش پيشنهاد جایگزیني صورت اولي

  .)اصل پنجم با گزارة بالا را ارائه نمود گرفته شده است 

وده است    ١٦٦٣ در سال (Wallis)جان واليس )٢ وازي را ثابت نم   در حالي آه فكر مي آرد اصل ت

 :گزارة زیر را آه در واقع هم ارز اصل پنجم است به دست آورد

  ” مثلث، مثلثي متشابه با آن و با اندازة متفاوت وجود دارد به ازاي هر”            

ام       ) ٣ ار اصل اول و           ١٦٩٧ در   (Saccheri)”جيرولامو ساآري   ”یك راهب مسيحي بن ا فرض چه  ب

د      اقض برس ك تن ه ی ا ب رد ت عي آ وازي س ل ت ودن اص ط ب لعي    . غل ار ض ك چه رفتن ی ر گ ا در نظ او ب

ABCD    ٩٠  آه در آن== BA نتيجه گرفت    ) ساآري -خيامموسوم به چهار ضلعي      (AD=BC و      ˆˆ

CDآه   ˆˆ CD<٩٠  و در حالت     = ˆˆ اقض رسيد  ولي نتوانست از  فرض                  = ه یك تن =>٩٠  ب CB ه   ˆˆ  ب



ادي در هن           دسة نااقليدسي دست    تناقض برسد، و در حقيقت ضمن این آار، ناخودآگاه به چند گزارة بني

  .یافت

ه       ١٧٦٦ در سال (Lambert)یوهان لامبرت   )۴ ه روش ساآري، ب ردن روشي شبيه ب ال آ    با دنب

ال ات دنب ود  اثب وازي ب ل ت لعي . اص ك چهارض رفتن ی ر گ ا در نظ ه در   ABCD وي ب  آ

===٩٠آن CBA رت  (ˆˆˆ ار ضلعي لامب ه چه ا فرض) موسوم ب ي در D̂<٩٠ب اقض رسيد ول ه تن   ب

ر، وقتي مساحت یك         .  به هيچ تناقضي دست نيافت D̂>٩٠حالت ه نشان داد در حالت اخي ضمن آن آ

راي مساحت          مثلث آاهش مي الایي ب ران ب د آ ه نشان مي ده یابد، مجموع زوایاي آن زیاد مي شود آ

ود دارد ا وج و . مثلثه ادي ب ر ع ود غي ا وج ك  ب وان ی ه عن رت آن را ب ان، لامب زاره در آن زم ن گ دن ای

  .تناقض در نظر نگرفت

ه مجموعه اي از اثباتهاي اشتباه                  (Legendre)آدرین لژاندر ) ۵ وازي، ب  طي سالها آار روي اصل ت

رد               رین           . دست یافت آه از آنها در آلاسهاي هندسه اش استفاده مي آ ه یكي از بهت دریس او آ روش ت

ات      یاضي شناخته شده است این بود آه محصلينش را وادار مي  روشهاي تدریس ر ة اثب ا مطالع رد ب آ

ذار               . هاي اشتباه، به اشكالات موجود در آنها پي ببردند           ه گ رد پای در ثابت آ دو گزارة مهم زیر آه لژان

  :بود) یعني هندسة مبتني بر چهار اصل اول (هندسة مطلق 

 .ه نيستمجموع زوایاي یك مثلث بزرگتر از دو قائم .١

ا دو                .٢ ا برابرب ا مجمو ع زوای ه مثلث ه اگر در یك مثلث، مجموع زوایا برابر دو قائمه شود، در هم

 . قائمه مي شود

ه     ن آ ين نشان داد ای ه است    ”او همچن ردو قائم اي هر مثلث براب وازي  ” مجموع زوای م ارز اصل ت ه

اي یك مثلث           . اقليدسي است  ه مجموع زوای د از   وي در ضمن اثبات این مطلب آ  درجه  ١٨٠نمي توان

ه را        آمتر باشد، فرض آرد آه از هر نقطه داخل یك زاویه خطي مي داد هر دو ضلع زاوی ه امت ذرد آ گ

د  قطع مي وازي است        . آن زاره هم ارز اصل ت ن گ ا ای ود     (ام ر ب در از آن بي خب ي لژان ع در  ) ول در واق

  : هندسة هذلولوي گزارة ذیل برقرار است

 ”.، وجود دارد خطي آه موازي دو ضلع زاویه است)ير نيم صفحهغ(به ازاي هر زاویه ” 

نقطه اي در داخل یك زاویه مفروض وجود دارد آه از آن خطي نمي               ”  یك نتيجة این حكم این است آه      

  ”                   ضلع زاویه را قطع آند گذرد آه هر دو

ه درك هندسة               (Gauss)گؤس  ١٧٩٩نااقليدسي شد او در        اولين شخصي بود آه بطور آامل موفق ب

ویي   وش بوی ي فوآ تانش یعن ي از دوس ه یك ه اي ب ا ”:  نوشت(Bolyai)در نام ال م و و امث راه من،ت

د شد                       ار نصيبمان نخواه ن آ وفقيتي در ای ان مي باشد و م حتي  . براي اثبات اصل توازي راهي بي پای

ه    ”  مطالعات من باعث شك در مورد حقيقت خود هندسه شده است                    وان    ” :او نوشت  در ادام ر بت اگ



ردم این                            رد و بيشتر م وازي را ثابت آ ثابت آرد آه مساحت مثلث بي آران مي باشد، مي توان اصل ت

ا وجود            . را به عنوان یك اصل قبول دارند ولي من خير          حتي ممكن است مساحت مثلث آراندار باشد، ب

  ”. س مثلث را تا حد ممكن از هم دور آرد این آه سه ر

اع را تحت شعاع                 .  لباچفسكي شش ساله بود    در این زمان   د آانت اجتم در زمان گؤس فيلسوفاني مانن

ا صاحب نظران                 . خود قرار داده بودند    اعي خود از رودررویي ب از طرفي گؤس به دليل موقعيت اجتم

  .اجتناب مي آرد و لذا هيچ زمان آشفياتش را منتشر نكرد

راي این اصل                فوآوش بویویي نظریة اصل توازي را مورد بررسي            ات اشتباه ب دین اثب رار داد و چن ق

رد  ه آ د    .  ارائ ذآر ش ه او مت اي وي را ب تباهات اثباته ایي  اش ه ه ؤس در نام اتي،  . گ ه در اثب از جمل

د    از سه نقطه اي آه روي یك خط نباشند مي   ” بویویي از جمله  ره اي گذران وان دای رده   ” ت استفاده آ

  . استآه در واقع هم ارز با اصل توازي  بود

زود    درش اف ة پ اب هندس ه آت وش، ضميمه اي ب ر فوآ ویي، پس انوش بوی وم . ی ن ضميمه موس در ای

ان هندسة مطلق         Appendixبه ار اصل اول اقليدس             ( او بني ر اساس چه زي     ) هندسه اي ب را پي ری

ا هندسة اقليدسي را نشان داد                      اوت ب ان هندسه اي متف ع امك درش         .  آرد و در واق ه پ ه اي ب او در نام

اي     ... من چيزهاي بسيار شگفت انگيزي آشف آرده ام آه مرا متحير آرده است            ” :وشتن از هيچ، دني

 ”.جدید عجيبي خلق آرده ام

بلا توسط                              ن موضوعات ق ام ای ه تم ه اطلاع او رساند آ ویي جوان، ب گؤس ضمن تمجيد از هوش بوی

د از                  . خود گؤس آشف شده است      ه بع انوش شد آ  آن دیگر هيچ      این موضوع طوري باعث رنجش ی

  .مطلبي به چاپ نرساند

كي ولاي لباچفس ازان١٨٢٦ در (Lobachevsky)نيك گاه غ خنراني (kasan) در دانش يه س  روس

ده شد           ا او  . ایراد آرد آه ضمن آن شالودة هندسة هذلولوي را ارائه نمود، ولي متن سخنراني دزدی ام

ذلولوي را در ١٨٢٩در  ة ه ل هندس واي آام گاهي   آKazan Messenger محت ریة دانش ك نش ه ی

ود منتشرآرد      ان ب ي روسي زب ه  . محل وان    این مقال  Geometric Researches on theتحت عن

Theory of  Parallels  د        ١٨٤٠ در سال ه شد و در دسترس ریاضيداناني مانن اني ترجم ه آلم  ب

  .گؤس و بویویي قرار گرفت

ع    ” ض اصل پنجم یعني      لباچفسكي در این هندسة جدید،به چهار اصل اول اقليدس ،نقي          از نقطه اي واق

  .را اضافه نمود” در خارج یك خط، دو خط مي گذرد آه با خط اول موازي است 

ه نگارش درآورد در یك سخنراني در          ایي گؤس ب ن  ١٠ریمان آه رسالة دآتریش را تحت راهنم  ژوئ

ين وي اساس     . داو هندسه را ساختاري متریك تلقي آر      .  مفهوم هندسه را آاملا تغيير داد      ١٨٥٤ همچن

  .هندسه اي آروي را آه در آن خطوط موازي وجود ندارند تدوین نمود



د              د ثابت نكردن ه دادن ه ارائ . یك مطلب مهم این است آه بویویي و لباچفسكي سازگاري هندسه اي را آ

   در مقاله اي تحت عنوان(Belterami) بلترامي١٨٦٨در واقع در 
“An Essay on the Interpretation of non-Euclidean Geometry” 

راي  بعدي در فضاي سه بعدي اقليدسي      الگوي دو ات  ب ذلولوي   هندسة  سازگاري  اثب  )لباچفسكي (ه

  .ارائه داد

د الگوي                     ١٨٧١آلاین در    ز چن ود و ني ل نم  با ارائة تعریفي مناسب از فاصله، الگوي بلترامي را تكمي

اني  از جمله هندسة    (دیگر براي هندسه هاي نااقليدسي       رد   ) آروي ریم د         . عرضه آ ه بع ان ب از این زم

  .هندسه هاي نااقليدسي جایگاه خاصي در ریاضيات پيدا نمود

ه                     ود آ رت ب آار اقليدس بعدها توسط ریاضيدانان دقيق و تصحيح شد آه یكي از بهترین آنها ، آار هيلب

وع،       ٨با ارائه    راي نسبيت،          ٤ اصل موضوع براي وق راي قابليت    اصل موضوع ب      ٥ اصل موضوع ب

 .انطباق، اصل پيوستگي، اصل ارشميدس و اصل توازي به تنقيح آار اقليدس پرداخت

  

 فواید آموزش هندسه هاي نااقليدسي. ٣

NCTM                    د ه تحصيل در دانشگاه دارن  چارچوب اصلاح مواد درسي براي دانش آموزاني آه قصد ادام
  :را به صورت زیر پيشنهاد نموده است

 ”صل موضوعي با بررسي و مقایسه هندسه هاي اقليدسي و نااقليدسي گسترش درك دستگاه ا” 

ري هندسه هاي نااقليدسي      ار هندسه هاي اقليدسي     فراگي ایي     در آن  صرف نظر از ارضاء حس زیب

  :   از جمله موارد ذیل استيي آدمي داراي فوایدختشنا

ان آامل                     • ان یوناني ه هندسه در زم د آ  نشده است و      مطالعة هندسة نااقليدسي مشخص مي آن

 .همچون سایر علوم یك حوزة تحقيقاتي فعال است

 گسترش نگرش و دید فلسفي دانش آموزان •

 نقش هندسة نااقليدسي در علوم و فناوري آشنایي با  •

اي دقيقي در هندسه مي    ” تعریف” واژه  • املا    داراي معن ه آ ا معني آن در    "باشد آ اوت ب  متف

د برهان هاي       ابهام روي این مفهو   . زبان محاوره اي است    ادي در درك فرآین م، سرچشمه مشكلات زی

ه دانش آموزان آمك مي      . هندسي است ه    عجيب بودن و خلاف شهود بودن هندسة نااقليدسي ب د آ آن

ار مي     ه آ د، درك   به طور مستقيم و محكم اختلاف بين تعاریف و قضایا را آنگونه آه در هندسه ب رون

 .آنند

 .آند  هندسه هاي اقليدسي آمك ميهندسه هاي نااقليدسي به درك بهتر •



ذلولوي آمك مي ري هندسة ه د  فراگي ر درك آنن وزان هندسة اقليدسي را بهت ه دانش آم د آ ن . آن ای

   :دهيم موضوع را با مثال زیر نشان مي

  :را به یاد آورید) در هر دو هندسة اقليدسي و هندسة هذلولوي ( تعریف خطوط موازي 

  ”آنند  ه یكدیگر را قطع نميخطوط موازي ، خطوطي هستند آ” 

ه    در هندسة اقليدسي با استفاده از این تعریف ثابت مي يم آ خطوط موازي در سرتاسر طولشان     ” آن

دیگر هستند     ه دانش آموزان مي     ” .داراي فاصلة یكسان از یك ات       وقتي ب ن مطلب را اثب ه ای ویيم آ گ

راض مي      ا معمولا اعت د، آنه ه    آنن د آ ا مي  ” آنن ي   م وانيم ببين ه آن خطوط داراي فاصلة یكسان     ت م آ

  ” هستند، چه چيز را باید ثابت آنيم ؟ 

ه     این به این دليل است آه بيشتر اشخاص خطوط موازي را در آودآي فرا گرفته اند،  به این ترتيب آ

د                ا تصاویر ذهني    . تصویري به آنها نشان داده شده است و گفته شده است آه اینها خطوط موازي ان م

راي خط   ر و    را ب ا، دوای وازي، مربعه ان استفاده مي    ... وط م وان تعاریفم يم  را بعن ن در هندسه   . آن ای

يم  در زبان متعارف، با یك شيئ و یا ایده شروع مي  . رسد اشتباه به نظر مي زي نيست    . آن تعریف چي

  .جز تلاشي براي توصيف ایده یا شئ از قبل موجود، به زبان لغات

ه در ج       زي است آ ه مي       . هان واقعي وجود دارد   براي مثال سگ چي ه سگ را در لغتنام ه آلم وقتي آ

و ( وجود یك سگ       . بينيم، ما یك گروهي از لغات را مي یابيم آه سعي در توصيف دقيق سگ را دارد                 

  .در هندسه تعریف، مقدم بر وجود است. ، مقدم به تعریفش است) همة اشياء در زبان متعارف 

خواص یك شئ مجرد موسوم به قضایا،        . مجرد شروع مي شود   هندسه با تعریف اشياء غير بصري و        

د ي   . محصول تعریف آنن د ول ه ان ر یافت كال تغيي ة اش ه در آن هم اني آ ة جه ا ارائ هندسة نااقليدسي ب

اریف                                   دا شدن از تع ا در ج ه م د ب ده ان اقي مان ر ب دون تغيي اریف ب ه در تع ار رفت ه آ معناي واژه هاي ب

  .ا آمك مي آندبصري و تمرآز بر اهميت واژه ه

ة                    ه در برنام نرم افزارهاي آامپيوتري به دانش آموزان اجازه مي دهند الگوهاي هندسي و قضایایي آ

  .درسي معمولي وجود ندارند را آشف آنند

  :مراجع

1. Moise E.E Moise/ Elementary Geometry from an advanced standpoint/ 

Addison- Wesley/ Readiny/MA/1974. 

2. British Society for research into learning Maths, http://www.soton.ac.uk 

3. Hyperbolic Geometry,  http://math.rice.edu/~joel/NonEuclid/ 


