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Lecture 8 

Pole placement 

Topics to be covered include: 

 

 Pole placement with state feedback.  

 

 State estimation 
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Use of state feedback to control a system 

 استفادٌ اس فیذبک حالت بزای کىتزل سیستم
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State feedback ? kxru 
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Use of state feedback to control a system 

 استفادٌ اس فیذبک حالت بزای کىتزل سیستم

ducxy

buAxx




What are the eigenvalues? 

0A-sI of roots 

Let u=r-kx  where k is an 1×n vector 

)(

)(

kxrdcxy

kxrbAxx





drxdkcy

brxbkAx





)(

)(

0bkA-sI of roots New eigenvalues? 
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Use of state feedback to control a system 

ducxy

buAxx





 استفادٌ اس فیذبک بزای کىتزل سیستم

Is it possible to assign the eigenvalues arbitrarily?    

drxdkcy

brxbkAx





)(

)(

state feedback 

kxru 
)(I

Theorem: If the n-dimensional state equation (I) is controllable, then by 

state feedback u=r-kx, where k is a 1×n real constant vector, the 

eigenvalues of A-bk can arbitrarily  be  assigned  provided  that  complex 

                        conjugate  eigenvalues are assigned in pairs. 

  حالت فیذبک با آوگاٌ باشذ، پذیز کىتزل (I) بعذی-n حالت معادلات اگز :قضیه
u=r-kx ، ٍک k 1 ثابت بزدار یک×n يیژٌ مقادیز تًان می باشذ، می A-bk بطًر را 

     بصًرت بایذ مختلط يیژٌ مقادیز کٍ ومًد تًجٍ بایذ البتٍ ومًد تعییه دلخًاٌ
 .شًد اوتخاب مشديج                                                     
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Example 1: Is it possible to assign the eigenvalues of 
following system on arbitrarily position؟ 

 آیا می تًان مقادیز يیژٌ سیستم سیز را بطًر دلخًاٌ جابجا کزد؟  : 1مثال 

uxx











































0

2

1

710

1401

800

  
























1320

2812

1601
2bAAbbS

21

1320

2812

1601









S  System is controllable 

So It is possible to assign the eigenvalues on arbitrarily 
position. 

.لذا می تًان مقادیز يیژٌ را در مکاوُای دلخًاٌ قزار داد  
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Example 2: Consider following system. 

 .سیستم مقابل را در وظز بگیزیذ: 2مثال 

uxx







































0

2

1

300

020

001


 System is not controllable 

I) Is it possible assign the eigenvalues on an arbitrarily places?  

I )می تًان مقادیز يیژٌ را در مکاوُای دلخًاٌ قزار داد؟    آیا 

Clearly No 

 واضح است که خیر

II) Is it possible to assign the eigenvalues on -3, -4, -2 ?  

II )قزار داد؟ 4- ,3- ,2-می تًان مقادیز يیژٌ را در   آیا  

Clearly Yes 

 واضح است که بله

III) Is it possible to the eigenvalues on -13, -2±3j ?  

III )3±2- ,13-می تًان مقادیز يیژٌ را در   آیاj  قزار داد؟  

Clearly No 

 واضح است که خیر

Iv) Is it possible to the eigenvalues on -3, -2+3j, -2-6j ?  

Iv )3+2- ,3-می تًان مقادیز يیژٌ را در   آیاj, -2-6j  قزار داد؟  

Clearly No 

 واضح است که خیر
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Methods of pole placement 

   ريشُای تعییه محل قطبُا

1- Direct method.  1- ريش مستقیم 

2- Use of similarity transformation.  

 استفادٌ اس تبذیلات َماوىذی -2
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Direct method of pole placement 

bkA-sI:Find 

   ريش مستقیم تعییه محل قطبُا

= Desired characteristic equation  

Then determine k1, k2, … , kn from above equation 

ducxy

buAxx




xkkkru n ]...[Let 21

Polynomial of 

Degree n  

Polynomial of 

Degree n  
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Use of similarity transformation for pole placement 

   استفادٌ اس تبذیلات َماوىذی در تعییه محل قطبُا

buAxx  Pxw  uw

aaaa

w

n


















































 1

0

..

0

0

...

1...000

...............................................

0...100

0...010

1210



?ˆˆˆ  kbA



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






















 11221100
ˆ...ˆˆˆ

1...000

...............................................................................

0...100

0...010

nn kakakaka

01

2

2

1

1 ... :is system ofequation  sticCharacteri asasasas n

n

n

n

n  







01

2

2

1

1 ... :isequation  sticcharacteri Desired bsbsbsbs n

n

n

n

n  







2b
1 nb1b0b
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Use of similarity transformation for pole placement 

   استفادٌ اس تبذیلات َماوىذی در تعییه محل قطبُا



























 11221100
ˆ...ˆˆˆ

1...000

...............................................................................
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ˆˆˆ
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kbA

2b
1 nb1b0b

 11221100 ....ˆ
  nn ababababk

wkru ˆ Pkk ˆPxkr ˆ kxr 


x x
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A
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k


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
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Example 3: Assign the poles on -2±j if it is possible. 

 .قزار دَیذ j±2-در صًرت امکان قطبُا را در : 3مثال 

uxx 






















1

1

10

11
 












11

01
S

01S

System is controllable 

So it is possible to assign the poles on -2±j . 

][
1

1

10

11
10 kkbkA 





















 














10

10

1

11

kk

kk

10

10

1

11

ksk

kks
bkAsI






110

2 1)( kskks 

)2)(2(1)( 110

2 jsjskskks  542  ss ]610[ k

Method I 
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Example 3: Assign the poles on -2±j if it is 

possible. 
 .قزار دَیذ j±2-در صًرت امکان قطبُا را در : 3مثال 

01S

System is controllable 

So it is possible to assign the poles on -2±j . 

Method II 











qA

q
P

1]10[  Sq 






 


01

11
P

  ]46[]04)1(5[ˆ
1100  ababk

System characteristic equation: s2+0s-1 

Desired characteristic equation: (s+2+j)(s+2-j)=s2+4s+5 

]610[ˆ  Pkk

uxx 






















1

1

10

11
 












11

01
S

place(a,b,[-2+i -2-i]) 
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Example 4: It is not always this easy, as lack of 

controllability might be an issue.  
 

Consider this system:   

With the same control  

approach   

So the feedback control can modify the pole at s = 1, but it 

cannot move the pole at s = 2.  

   s=2 is a fixed mode. 
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Use of state estimation to use in feedback loop 

 استفادٌ اس تخمیه سن حالت بزای استفادٌ در مسیز فیذبک


x x

c

A


u


y

b

d

k



r

States are not available! 

x Estate  

Estimator 
x̂

Condition for  xx ˆ
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Use of state estimation to use in feedback loop 

 استفادٌ اس تخمیه سن حالت بزای استفادٌ در مسیز فیذبک


x x

c

A


u


y

b

d

k



r

x Estate  

Estimator 
x̂

)ˆ(ˆˆ xccxlbuxAx 

)ˆ(ˆˆ xcylbuxAx 
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Use of state estimation to use in feedback loop 

 استفادٌ اس تخمیه سن حالت بزای استفادٌ در مسیز فیذبک

)ˆ(ˆˆ xcylbuxAx 


x x

c

A


u


y

b

d

k



r

x̂


x̂

A

 b

c
A

l



Estimator 
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Exercises 

xy

uxx

]122[

4

3

6

661

221

463











































1- Is it possible to assign the eigenvalues  

of following system on arbitrarily places? 
xy

uxx

]021[

0

1

0

141

230

312













































2- Is it possible to assign the eigenvalues  

of following system on arbitrarily places? 

wy

uww

]011[

1

0

2

400

010

002













































3- a) Use a state feedback to assign the 

eigenvalues of following system on -4, -1 , -6? 

b) Use a state feedback to assign the 

eigenvalues of following system on -4, -2 , -6? 

c) Use a state feedback to assign the 

eigenvalues of following system on -1, -2 ±6j? 
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Exercises (Cont.) 

4- Determine a state feedback control for part (II) of example 2. 

5- Repeat example 3 for following system. 

uxx







































0

2

1

310

020

001



6- Is it possible to assign the eigenvalues  

of following system on arbitrarily places 

(Final 1391)? 
xy

uxx

]11[

5

1

1235

10



























